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Matrizen und Linearkombinationen 2 1

Matrix Notation für eine Folge von Vektoren

E1.1 n.EE EE
L

Def 2.1 Eine m x n Matrix ist ein rechteckiges
Feld reeller Zahlen mit m Zeilen und n Spalten

an an Ann

A 921 922 Azn
nIm

am

oderai jL aij Eintrag in Zeile i und Spalte j

Pünktchenfreie Notation A ai

1km Menge aller mxn Matrizen mxo Matrix

Spaltennotation A 42 _Y FIFEliefert



Spaltenvektor ve IR mx 1 Matrix

Zeilenvektor WEIR Axn Matrix

Matrixaddition und Skalarmultiplikation Def 2 2

E 8 8
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0 Nullmatrix alle Einträge sind 0
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langunddünn quadratisch kurz undbreit
man m n man

Quadratische Matrizen Def 2 3
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Identitäts Diagonal ObereDreiecksmatrixI Matrix matrix

aij ding i a 0 Ici aij 0

Kronecker Delta di
1 falls i j
0 sonst
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untere Dreiecks symmetrische DiagonalmatrixMatrix
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Matrix Vektor Multiplikation
Notation für Linearkombination der Spalten

7 31 81 E 1
Erkombination Matrixvektor Produkt

Def 2.4 Sei

A f d ER E ER

ER
Der Vektor

Ax Fux v ER

ist das Produkt von A und

Direkte Definition ohne Spalten Bob 2.5
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Definition in Zeilennotation Beobachtung 2 7
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Efh L Rotation um 909
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Korollar 2.6 Ix für alle ER

man Identitätsmätrix

Spaltenraum und Rang
Def 2.8 Sei A eine mx n Matrix Der

Spaltenraum oder auchdasBild von A ist der



Spann der Spalten
CA Ax ER IM

D OE CA

Fakt 1.5 IR

Unabhängige Spalten
Def 2.9 Sei

A Rm

Spalte v ist unabhängig falls v keine

Linearkombination von v1 v2 Vj_ ist

Andernfalls ist v abhängig Die Anzahl

unabhängiger Spalten ist der Rent
rank A

Beide Spalten unabhängig Nur die ersteSpalte
unabhängig

rank A n Spalten sind linear unabh

Korollar 1.20 iii

rank A 0 Nullmatrix



Später Umsortierung der Spalten ändert

den Rang nicht
Lemma 2.10 Sei A eine min Matrix mit r

unabhängigen Spalten Sei C die

mx r Untermatrix mit den unabh

Spalten Danngilt
C 8 A

jede Linearkombinationder Spalten
ist bereits eine Linearkombination der

unabh Spalten
Beweis folgt

Beweis un v2 up die unabhängigenSpalte
We War Wn r die abhaengigen Spalten

in gleicher Reihenfolge nie in A

Für alle j gilt w ist Linearkombination von

n

diese Folge enthält alle vorherigen abh

Spalten undalle vorherigen unabh Spalten

Beginne mit



Füge wn.ws War nacheinander hinzu

Türme
In jedem Schrittwird eine Linearkombination der

vorherigen Spalten hinzugefügt Spann ändert
sich nie Lemma 1 23

Zeilenraum und Transponierte
Zeilenram einer Matrix Spann derZeiten

später Rang Spaltenrang Zeilenrang
Anzahl unabte Zeilen

Offizielle Definitionen von unabh Zeilen und

Zeilenraum Über transponierte Matrizen

Transponieren Spiegeln der Matrix an der Diagonalen

Def 2.11 Sei A ai eine mein

Matrix Die Transponierte von A ist

M 1



die n m Matrix AT Eintragin Zeile

biitin.IE AT aj
2 Spalte 3

mit bij aji

Spaltenvektor ZeilenvektorTFEintrag von A
in Zeile3

3 135 Spalte 2

Bob 2.12

ATT A

A symmetrisch Def 2 3 AT A

Def 2.13 Sei A eine man Matrix Der

Zeilenraum R A von A ist der

Spaltenram der Transponierten
RCA AT

Matrixmultiplikation 2 2

Notation für mehrere Linearkombination derSpalten
Def 2.16 Sei A eine a xn Matrix und

B f eine n b Matrix

Die a x b Matrix b

AB FIFFI
das Produkt von A und B
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ihn b

Direkte Definition Zeilen von A mal Spalten von B

Axn Arz Atb
Spaltentausch

Zeilentausch
AB BA Matrixmultiplikation ist

nicht kommutativ selbst wenn beideProdukte

definiert sind

AB
T BTAT Lemma 2 19

Korollar 2.20 Sei I die mxm Identitätsmatrix

Es gilt IA A für alle m x n Matrizen und



AI A für alle n m Matrizen

Alles ist Matrixmultiplikation

Matrix Vektor Multiplikation

LI
FEE Er

Vektor Matrix Multiplikation

Skalarprodukt
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Andere Skalarproduktnotation v w rtw

Äusseres Produkt m 1 1 n men

EEE.EE
ans



Lemma 2.21 Sei A eine min Matrix Die

folgenden Aussagen sind äquivalent
i rank A 1

ii Es gibt Vektoren ve IR WEIR v40 wo

sodass EEE.EE
Distributivität und Assoziativität

Lemma 2 22 Seien A B C drei Matrizen Wann

immer Summenund Produkte definiert sind gilt
i A B C AB AC A B AC BC

Cii AB A BE

Assoziativität
Distributivität

Verallgemeinerte Assoziativität Klammern spielen
keine Rolle auch bei mehr Matrizen braucht einen

separaten Beweis Zum Beispiel
AB CP A CBC D ABCD
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